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TarefALEA - Probabili

dade

N.°1-0 desafio da professora de Matematica

No inicio da aula de Matematica, a professora
propds o seguinte desafio aos alunos da turma,
numerados de 1 a 20: «Vamos selecionar,
aleatoriamente, dois de vocés. Se o maximo dos
numeros dos 2 alunos selecionados for menor
ou igual a 12, amanha vamos todos almocar a
uma pizaria e eu pago o almogo. Caso contrario
sao vocés que me pagam o almoco a mim!»

Aceitam este desafio?’

Depois de a professora ter langado o desafio, os alunos ficaram muito entusiasmados,
pois com um desafio destes “o almogo estava no papo”! Efetivamente, depois de
trocarem algumas ideias, concluiram que eram mais as situagdes que lhes eram
favoraveis, ja que ganhariam um almogo se o maximo fosse 1, 2, 3, ..., 12, ou seja, havia 12
situacoOes favoraveis, e s6 perderiam se o maximo fosse 13, 14, 15, ..., 20, ou seja, 8
situagdes desfavoraveis.

Desafio aceite!

Ainda com grande entusiasmo propuseram-se estudar a situagcdo, que permitiria
responder a algumas questdes, como as seguintes.

Algumas questoes

> Este desafio é favoravel a quem?
> Qual a probabilidade de a professora ter de pagar o almogo aos alunos?
> Se o desafio te fosse proposto, aceitarias, confiante?

O primeiro passo para o calculo da probabilidade pretendida sera considerar a estratégia
para selecionar os dois alunos da turma.

TA imagem foi adaptada de https://www.shutterstock.com/pt/image-vector/random-sampling-analysis-method-vector-illustration-
1667906803




TarefALEA - Probabilidade n.° 1 - O desafio da professora de Matematica

1.

Estratégia para selecionar 2 alunos aleatoriamente

Cortar uma folha de papel em 20 pedacos (tantos quantos os alunos da turma)

e escrever em cada pedaco o niumero de cada aluno;

Inserir os 20 papéis num saco;

Selecionar 2 dos papéis do saco. Aqui surgiu um problema, pois poderiam

utilizar duas metodologias diferentes:

a) Selecionar um papel, ver o numero, coloca-lo novamente no saco e, depois
de baralhar, selecionar novamente outro papel e registar o nimero — selegao
com reposicéo;

b) Selecionar os 2 papéis simultaneamente, ou um seguido do outro, sem
repor o primeiro, e registar os niumeros — selecao sem reposicao.

Havendo 2 metodologias para a selegao aleatdria dos alunos, a professora

informou que, se a sele¢do dos dois alunos fosse para constituir uma

comissao, s6 a metodologia sem reposicao seria possivel, mas para este jogo
qualquer uma serviria. Pediu entdo aos alunos que estudassem as duas
estratégias possiveis.

Calculo da probabilidade de a professora ter de pagar o almocgo aos
alunos, numa selecao com reposicao ou sem reposicao

2.1 Comreposicao

Represente-se por A o acontecimento “A professora paga o almogo aos alunos”.
Este acontecimento é constituido pelos resultados, que representamos por (i, ),
comi=1,...,12,j =1,...,12, onde i representa o numero do 1.° aluno
selecionado e j 0 do 2.2 aluno selecionado.

P(A) = P((1,1) ou (1,2) ou (1,3) ou...ou (1,12) ou
ou (2,1) ou (2,2) ou (2,3) ou...ou (2,12) ou
ou (3,1) ou (3,2) ou (3,3) ou...ou (3,12) ou

ou (12,1) ou (12,2) ou (12,3) ou...ou (12,12))

Os acontecimentos elementares (i,j),i =1,...12,j =1,...,12, sdo disjuntos,
dois a dois, pelo que a probabilidade da uniao é igual a soma das probabilidades, e
a probabilidade anterior vem
P(A) =P((LD)+P((1,2)) + P((1,3))+...+P((1,12)) + (12 parcelas)

+P((2,1)) +P((2,2)) + P((2,3))+...+P((2,12)) + (12 parcelas)

+P((3,1)) + P((3,2)) + P((3,3))+...+P((3,12)) + (12 parcelas) (1)

.-I.—.P((12,1)) + P((12,2)) + P((12,3))+... +P((12,12)) (12 parcelas)
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onde se representou por P((i,j)) a probabilidade do acontecimento representado
por (i,j). Poroutro lado, os acontecimentos “N.° do 1.° aluno selecionado” e “N.°
do 2.° aluno selecionado” sdo independentes, pois o resultado da saida do
segundo nao depende do resultado da saida do primeiro, pelo que, para quaisquer
i=1,...,20ej=1,...,20,

P((i,j)) = P(Ser i o n.2 selecionado entre 1 e 20) X P(Ser j o n.2 selecionado entre 1 e 20)

Como o numero de parcelas de (1) é 144, vem para a probabilidade pretendida

_la4 _

P(A) = - =1036
Assim, a probabilidade de a professora pagar o almoco é 36%, pelo que a
probabilidade de serem os alunos a pagar o almogo é 64%! Que desilusao para
os alunos...

Outra abordagem...

Considere-se o espaco de resultados associado a experiéncia aleatéria que
consiste em selecionar aleatoriamente 2 numeros entre 1 e 20, com reposigao.
Este espaco de resultados é constituido pelos pares (i,j),comi=1,2,...,20e
j=1,...,20, e pode ser apresentado pela seguinte tabela, onde cada célula
representa um resultado:

Numero 2.° aluno a ser selecionado
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Na tabela anterior estdo representados todos os resultados do espaco de
resultados, em numero de 400, igualmente provaveis. Assinalados a verde estao os
resultados favoraveis ao acontecimento A, pelo que, segundo a regra de Laplace,

tem-se

P(4) = Numero de resultados favoraveis a A _ 144
"~ Numero de resultados possiveis 400

confirmando o resultado a que se tinha chegado anteriormente.

2.2 Sem reposicao

Como anteriormente, representa-se por (i,j),i = 1,...,20ej =1,...,20,comi # j,
o resultado obtido quando 0 1.2 e 0 2.° alunos selecionados sao, respetivamente, i
e j e por P((i,j)) a probabilidade do acontecimento “o 1.° aluno selecionado tem o
n.°i e o 2.°aluno selecionadotemon.®j”. Assim,

P(A) = P((L2)ou(1,3)ou...ou(1,12) ou
2D ou(2,3)ou(2,4)ou...ou(2,12) ou
(3,1) ou(3,2) ou(3,4) ou...ou (3,12) ou

.("12,1) ou(12,2) ou...ou (12,11))

P(A) = P((1,2)) + P((1,3)+...+P((1,12)) + (11 parcelas)
P((2,1)+P((2,3)) + P((24)+...+P((2,12)) + (11 parcelas)
P((3,1)) + P((3,2)) + P((3B4)+...+P((3,12)) + (11 parcelas) (2)
.-.i;P((12,1)) + P((12,2))+...+P((12,11)) (11 parcelas)

Repare-se que agora, apds o 1.9 aluno ser selecionado, para a selecdo do 2.° aluno
ja nao pode entrar o aluno selecionado, logo

P((i,j)) = P(Ser selecionado umn.® entre 1 e 20)X P(Ser selecionado um n.° entre
1 e 20 diferente do que saiu anteriormente), ou seja,

.. 1 1
P(l,])=%><1—9

Como o numero de parcelas de (2) € 132, vem para a probabilidade pretendida

P(A) = % = 0,347

Assim, a probabilidade de a professora pagar o almoco é aproximadamente
35%, pelo que a probabilidade de serem os alunos a pagar o almoco é 65%! A
estratégia da selecdo sem reposicao ainda é um pouco pior para os alunos!...
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Outra abordagem ...

Considere-se o espaco de resultados associado a experiéncia aleatdria que
consiste em selecionar aleatoriamente 2 numeros entre 1 e 20, sem reposigao.
Este espaco de resultados é constituido pelos resultados, representados por (i, j),
comi=12,...,20ej =1,...,20,comi # j, apresentados na seguinte tabela:

Numero 2.° aluno a ser selecionado
2|13(4|5|6|7(8]9]|10|11 12|13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 | 20
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Na tabela anterior estdo representados todos os resultados do espago de
resultados, em numero de 380, igualmente possiveis. Assinalados a verde estao os
resultados favoraveis ao acontecimento A, pelo que, segundo a regra de Laplace,
temos

Numero de resultados favoraveisa A 132

P(A) = = = 0,347
(4) Numero de resultados possiveis 380

confirmando o resultado de aproximadamente 35% a que se tinha chegado
anteriormente, para a probabilidade de a professora ter de pagar o almoco.
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3.

Aproximacao frequencista da probabilidade - Utilizacao da
simulacao

3.1Introducéao

A probabilidade empirica ou frequencista de um acontecimento A4, representada
por P(A), pode ser definida como o valor para o qual estabiliza a frequéncia relativa
darealizacdo de A, num grande numero de repeticdes da experiéncia aleatoéria
efetuadas nas mesmas condigdes, que conduza a realizacao desse
acontecimento. Ndo se consegue prever o que acontece em cada realizagdo do
fendmeno aleatério, mas, ao fim de um grande nimero de repeticdes do fenémeno,
ele apresenta um padrao caracteristico de comportamento, que faz com que seja
possivel obter um modelo para esse comportamento. Esta “previsibilidade” do
fendmeno aleatdrio, conduz-nos a uma espécie de contradigdo, na medida em que
nos leva a crer que o “acaso pode ser governado” ou, como dizia J. Tiago de
Oliveira, “O Acaso é a Unica coisa que nao acontece por acaso”?!

Na situagao em estudo, a experiéncia aleatdria consiste em selecionar,
aleatoriamente, 2 numeros de um conjunto de numeros de 1 a 20 e verificar se
satisfazem as condi¢cbes indicadas, ou seja, o acontecimento A, de que queremos
estimar a probabilidade, é que o maximo dos 2 nimeros selecionados seja inferior
a 13. Repetir esta experiéncia, muitas e muitas vezes, nas mesmas condig¢oes, faz-
se utilizando um processo em que se usa a tecnologia e ao qual se dd o nome de
simulacgao. Neste caso, vai-se utilizar a folha de calculo Excel, para imitar o
comportamento (fisico) do fendmeno aleatério de retirar 2 papéis de um saco, e
verificar os numeros ai inscritos, como se descreveu em 1. Repete-se a experiéncia
um grande numero de vezes e considera-se como estimativa da probabilidade do
acontecimento o valor para o qual estabilizou a frequéncia relativa com que o
acontecimento se verificou nessas repeticdes. Teoricamente, quanto maior for o
numero de repeticdes, melhor sera a estimativa.

2 ¢«

O Acaso é a Unica coisa que ndo acontece por acaso”, in Matematica e Cultura, Centro Nacional de Cultura, Cosmos, 1992.

WWW.ALEA.PT 6



TarefALEA - Probabilidade n.° 1 - O desafio da professora de Matematica

3.2 Metodologia para implementacao da simulacao
3.2.1 Comreposicao

Considere-se uma folha de Excel, de que se apresenta a seguir uma parte, em que
se visualizam as formulas:

A B C D E [
A professora paga o

1 | Selegaocomreposicdo1° num  2° hum almoco

2 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF{A2<13;1;0) =IF(B2<13;1;0) =IF{C2*D2=1;1,0)

3 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A3<13;1;0) =IF(B3<13;1;0) =IF(C3*D3=1;1,0)

4 ' =INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A4<13;1;0) =IF(B4<13;1;,0) =IF(C4*D4=1;1;0)

5 =INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A5<13;1;0) =IF(B5<13;1;0) =IF(C5*D5=1;1;0)

6 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A6<13;1;0) =IF(B6<13;1;0) =IF(C6*D6=1;1,0)

7 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF{A7<13;1;0) =IF(B7<13;1;0) =IF{C7*D7=1;1,0)

8 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A8<13;1;0) =IF(B8<13;1;0) =IF(C8*D8=1;1,0)

9 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A9<13;1;0) =IF(B9<13;1;0) =IF(C9*D9=1;1,0)

A B T D E

994 |=INT(RAND()*20)+1 =INT{RAND()*20)+1  =IF(A994<13;1;0 =IF(B994<13;1;0 =IF(C994*D994=1;1;0)
995 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A995<13;1;0 =IF(B995<13;1;0 =IF(C995*D9395=1;1,0)
996 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A996<13;1;0 =IF(B996<13;1;0 =IF(C996*D996=1,1,0)
997 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A997<13;1;0 =IF(B997<13;1,0 =IF(C997*D997=1;1,0)
998 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A998<13;1;0 =IF(B998<13;1,0 =IF(C998*D998=1;1,0)
999 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF{A999<13;1,;0 =IF{B999<13;1,0 =IF(C999*D999=1;1;0)
1000 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*20)+1  =IF(A1000<13;1; =IF(B1000<13;1; =IF(C1000*D1000=1;1,0)
1001 |=INT(RAND()*20)+1 =INT{RAND()*20)+1  =IF(A1001<13;1; =IF{B1001<13;1; =IF(C1001*D1001=1;1,0)

1002 =SUM(E2:E1001)

e com os resultados:

A B CcD E
Selecdo comreposicao A professora paga
1 1°num  2° num o almoco
2 3 11 11 1
3 6 11 11 1
4 20 19 00 0
5 1 4 11 1
6 15 1 0 0
7 13 13 00 0
8 9 2 11 1
9 16 4 01 0
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A B CD E
992 13 14 00 0
993 20 8 01 0
994 9 14 10 0
995 10 11 1
996 14 1 01 0
997 6 11 1
998 12 12 11 1
999 2 16 10 0
1000 7 1 11 1
1001 15 11 01 0
1002 360

Como se verifica na folha de Excel, que mostra as fdrmulas, a metodologia seguida
consistiu em:

i) Gerar dois nimeros aleatdrios® entre 1 e 20, nas colunas A e B;

ii) Nas colunas C e D, testar se os nimeros sdo menores que 13. Caso isso
acontega, considerar 1; caso contrario, considerar 0;

iii) Na coluna E, testar se os 2 numeros gerados satisfazem a condigao exigida,
fazendo o produto dos valores obtidos nas colunas C e D, ja que o produto
soviraigual a 1 caso os dois fatores sejam iguais a 1;

iv) Repetir o processo 1000 vezes;

V) Obter a tabela com a frequéncia absoluta acumulada e a evolucao da
frequéncia relativa, a medida que o numero de repeticdes aumenta,
conforme se mostra a seguir:

A B cD E F G H |
Selecao comreposicao A professora paga N° Freq.abs. Evol.freq.

1 1°num  2° num o almogo repeticao acum. rel.

2 3 11 11 1 1 1 1
3 6 11 11 1 2 2 1
4 20 19 00 0 3 2 0,666667
5 1 4 11 1 4 3 0,75
6 15 10 0 5 3 0,6
7 13 13 00 0 6 3 0,5
8 9 2 11 1 7 4 0,571429
9 16 4 01 0 8 4 0,5
10 12 7 11 1 9 5 0,555556
11 3 2 11 1 10 6 0,6
12 17 17 00 0 11 6 0,545455

3 Mais corretamente, 0s numeros séo pseudo-aleatdrios, ja que sdo gerados por um algoritmo matematico, comportando-se, no
entanto, como se fossem aleatorios.

WWW.ALEA.PT 8



TarefALEA - Probabilidade n.° 1 - O desafio da professora de Matematica

B cD E F G H |

989 7 4 11 1 988 355 0,359312
990 2 8 11 1 989 356 0,35996
991 13 8 01 0 990 356 0,359596
992 13 14 00 0 991 356 0,359233
993 20 8 01 0 992 356 0,358871
994 9 14 10 0 993 356 0,35851
995 10 11 1 994 357 0,359155
996 14 1 01 0 995 357 0,358794
997 6 11 1 996 358 0,359438
008 12 12 11 1 997 359 0,36008
999 2 16 10 0 998 359 0,359719
1000 7 1 11 1 999 360 0,36036
1001 15 11 01 0 1000 360 0,36
1002 360

vi) A partir das colunas G e | da tabela anterior, constrdi-se o grafico de linhas
que mostra a evolucao da frequéncia relativa para as repeticoes
consideradas

Evolucao dafrequénciarelativa do acontecimento "Aprofessora paga o almoco”"em 1000
Y 1 L ’ =3 4
repeticoes

0,5 w
S04 1% AR e
k| T S
T 03 | aaW
o
£ 02

0,1

0 &
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

N.° darepeticao

O grafico mostra a tendéncia para a estabilizacao da frequéncia relativa, a medida
que o numero de repeticdes aumenta. A linha vermelha, com ordenada 0,36,
mostra que a frequéncia relativa tem tendéncia a estabilizar a volta de 0,36.

Considera-se, assim, que uma estimativa para a probalilidade de a professora
ter de pagar o almoco aos alunos é 36% (Ver Nota).
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3.2.2 Semreposicao

Considera-se uma folha idéntica a anterior, mas com uma alteracéo na geracao do
2.9 numero. Assim, na coluna A gera-se um nimero entre 1 e 20. Como o numero
obtido ndo pode ser novamente selecionado, considera-se na coluna B a geracéo
de um numero entre 1 e 19. Conforme o valor agora obtido para este numero,
podem-se verificar duas situagdes:

e Se ovalorobtido é inferior ao 1.° numero, considera-se esse valor para o 2.°
nuamero;

e Se ovalor obtido for maior ou igual do que o 1.° nimero, adiciona-se uma
unidade ao valor obtido, sendo este o resultado considerado para o 2.°
nuamero.

Apresenta-se a seguir a folha de Excel que retrata a situagcao descrita:

A B C D E [ G H

A professora paga o

1 Selegao sem reposicao almocgo

2 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B2<A2;B2;B2+1) =IF(A2<13;1;,0) =IF(C2<13;1;0) =IF(D2*E2=1;1,0)

3 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B3<A3;B3;B3+1) =IF(A3<13;1;0) =IF(C3<13;1,0) =IF(D3*E3=1;1,0)

4 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B4<A4;B4;B4+1) =IF(A4<13;1,0) =IF(C4<13;1,0) =IF({D4*E4=1,1,0)

5 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*18)+1 =IF(B5<A5;B5;B5+1) =IF(AB<13;1;0) =IF(C5<13;1;0) =IF(D5*E5=1;1,0)

6 |=INT{RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B6<A8;B6;B6+1) =IF(A6<13;1,0) =IF(C6<13;1,0) =IF(D6*E6=1,1,0)

7 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B7<A7;B7;B7+1) =IF(A7<13;1;,0) =IF(C7<13;1,0) =IF(D7*E7=1;1,0)

8 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B8<A8;B8;B8+1) =IF(AB<13;1,0) =IF(C8<13;1,0) =IF(D8*E8=1,1,0)

9 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B9<A9;B9;B9+1) =IF(A9<13;1;0) =IF(C9<13;1;0) =IF(D9*E9=1;1,0)

10 |=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B10<A10;B10;B10+1=IF(A10<13;1;0) =IF(C10<13;1,0) =IF(D10*E10=1;1;0)

11 [=INT(RAND()*20)+1 =INT(RAND()*19)+1 =IF(B11<A11;B11;B11+1=IF(A11<13;1;0) =IF(C11<13;1;0) =IF(D11*E11=1;1;0)

A B C D E F G

4996 =INT(RAND()*20)+1
4997 =INT(RAND()*20)+1
4998 =INT{RAND()*20)+1
4999 =INT(RAND()*20)+1
5000 =INT(RAND()*20)+1
5001 =INT(RAND()*20)+1
5002

=INT(RAND()*19)+1
=INT(RAND()*19)+1
=INT(RAND()*19)+1
=INT(RAND()*19)+1
=INT(RAND()*19)+1
=INT(RAND()*19)+1

=IF(B4996<A4996;B499¢ =IF(A4996<13;1;(=IF(C4996<13;1;0
=IF(B4987<A4997;B439’ =IF(A4997<13,1;( =IF(C4997<13;1;0

C4998<13;1,0

=IF(B4999<A4999;B499¢ =IF(A4999<13;1;(=IF(C4999<13;1;0
=IF(B5000<A5000;B500(=1F(A5000<13;1;(=IF(C5000<13;1;0

{ (
( (
=IF(B4998<A4998;B499¢ =IF(A4998<13;1;( =IF(
( (
{ (
{ (

=IF(B5001<A5001;B500: =IF(A5001<13,1;(=IF(C5001<13;1;0

=IF(D4996*E4996=1;1;0)
=IF(D4997*E4957=1:1;0)
=IF(D4998*E4998=1;1;0)
=IF(D4999*E4999=1;1;0)
=IF(D5000*E5000=1;1;0)
=IF(D5001*E5001=1;1;0)
=SUM(G2:G5001)

A B C D E F G
Selecao sem reposicao A professora
1 1° num 2° num paga o almoco
2 17 6 6 0 1 0
3 12 11 11 1 1 1
4 17 16 16 0 0 0
5 19 2 2 0 1 0
6 17 13 13 0 0 0
7 2 1 1 1 1 1
8 6 14 15 1 0 0
9 1 15 16 1 0 0
10 4 2 2 1 1 1
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G
4993 12 14 15 1 0 0
4994 17 17 18 0 0 0
4995 20 4 4 0 1 0
4996 2 4 5 1 1 1
4997 16 9 9 0 1 0
4998 15 1 1 0 1 0
4999 19 1 1 0 1 0
5000 8 13 14 1 0 0
5001 19 14 14 0 0 0
5002 1824

Fizeram-se 5 000 repeticdes, que se apresentam no seguinte grafico, utilizando
para a sua construcdo uma metodologia idéntica a considerada na selecdo com

reposicao:
Evolucaodafrequénciarelativa doacontecimento "Aprofessora paga o almoco”
em 5000 repeticoes
80"
70%
60%
50%

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

N.C darepeticao

Como resultado da simulagao, obteve-se como estimativa para a probabilidade
de a professora ter de pagar o almogo aos alunos, numa selecao sem
reposicao, um valor aproximado de 35%.

Resumindo os resultados a que se chegou anteriormente, tem-se:

WWW.ALEA.PT 11
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Selegdo dos alunos com | Selegao dos alunos sem
reposicao reposicao
Probabilidade de a professora 36% 35%
ter de pagar o almogo aos alunos
Estimativa para a probabilidade
de a professora ter de pagar o 36% 35%
almogo

Com uma razoavel probabilidade, terdao de ser os alunos a pagar o almocgo...!!!

Afinal, o raciocinio em que eles se basearam para afirmar que “o almocgo estava no
papo” nao foi correto, pois consideravam alguns acontecimentos igualmente
provaveis, quando isso nao é verdade. Por exemplo, o acontecimento “o maximo
dos 2 numeros é 9” ndo é equiprovavel a “o maximo dos 2 numeros é 137, etc..

Mas nao esta tudo perdido... a probabilidade de a professora ter de pagar o almogo
nao é “muito” pequena, e talvez valha a pena arriscar e aceitar o desafio!

Nota - E importante referir que a aproximacéo frequencista para a Probabilidade
de um acontecimento requer, em teoria, que se faga um “ndmero infinito” de
repeticdes da experi€ncia aleatdéria, que conduza a realizagao desse
acontecimento, até se verificar a estabilizagdo da frequéncia relativa. Na pratica,
costuma-se ficar satisfeito com uma “certa estabilidade”, que depende da
precisdo exigida, considerando-se o valor obtido como estimativa da
probabilidade pretendida.

Por exemplo, apresenta-se, a seguir, o resultado da realizagéo de 25 simulacdes,
de 1 000 repeticdoes cada uma, idénticas a realizada em 3.2.1, em que se verificou a
tendéncia para a frequéncia relativa estabilizar em valores aproximados, que
variam entre 34% e 37%:
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Evolucao da frequéncia relativa do acontecimento "A professora paga o almogo" nas 25

simulacdes de 1000 repeticoes

0.6

Freq. relativa
=) =) =)
w ES w

=)
%)

0.1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

N.¢ darepeticao

Como se disse, existe uma pequena variacdo nos valores em que estabilizou a
frequéncia relativa, nas diferentes simulacgoées, tendo-se obtido 25 valores no
intervalo [34%, 37%] cuja média é 36%:

Estimativas obtidas para a probabilidade do
acontecimento "A professora paga o almogo”

10
®
8 ®
® ®
6 ® ® ®
[ J ® ®
4 ® ® ®
® & ® ®
2 L L ] ® ®
® ® ® ®
0
33% 34% 35% 36% 37% 38%

Qualquer um dos valores obtidos pode ser considerado uma estimativa para a
probabilidade pretendida.

Observacao — A funcao RAND(), tem a carateristica de ser volatil— o valor da
funcao é alterado sempre que a célula que a contém é recalculada, o que pode ser
aproveitado para realizar as varias simulacoes, de uma forma muito simples e
rapida, utilizando a seguinte metodologia:
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1) Copiarosvalores da coluna E, que resultaram da simulagao das 1 000
repeticoes;

2) Colaresses valores, com a fungcéo Paste Special — values, numa outra coluna,
por exemplo a colunaR;

3) Repetir o passo 1) com os novos valores que entretanto foram gerados, devido a
volatilidade da fungdo RAND() e colar os valores na coluna S, com o Paste
Special - Values;

4) Repetir as simulagdes as vezes que se desejar, que no caso descrito foram 25:

R S T U Vv W X Y Z AA AB AC AD AE AF AG AH Al Al AK AL AM AN AO AP

13sim 23sim 33sim 43sim 53sim 69sim 73sim 83sim 93sim  103sim 11%sim 123sim 132sim 143sim 153sim 163sim 173sim 183sim 193sim 203sim 213sim 223sim 233sim 243sim 25" sim

0 0 o0 1 0 1 1 0 o 1 1 1 0 0 0 0 o0 1 1 1 0 1

CcCooRr o OoOROoOoOo
H OO0 O KR RL KOO
o000 ocoRr o
ORr ORr O R oo R
ORr OO0 OO0 oo R
= O = O O e O
ORr OO R OoOOC R
coooCcoR R oo
= === =]
COoO Rk OKR O OR K
oo, o0 o Rk oo
O L O C Rk O R P
O O O R
= e = =
ORr OO0 DO RREOo
===
B O R R R s R o
H=-N=-N=-N=-N=-N=
== =--N-N=-=
OO0 o000 ooR Kk
B O R O R, O R, O
O R OR O OoROo R
(RN =RE =N =R = R =
orRr oo oooo
OBk ORr O R ORL Lo

5) Procedercomoem 3.2.1 para obter a tabela com a evolucédo da frequéncia
relativa ao longo das repeti¢cdes, para as varias simulagoes:
AQ AR AS AT AU AV AW AX AY AZ BA BB BC BD BE BF BG BH Bl BI BK BL BM BN BO
Freg.abs.acum.

1asim 23sim 33sim 43sim 39sim 69sim 73sim 83sim 99sim 109sin 11%sin 1295in 139sin 149sin 159sin 169sin 173sin 189sin 199s5in 2095in 219sin 223sin 233sin 243sin 253sim

o o o o0 1 0 1 1 0 0O O 1 1 1 0 0 O 0O 0 1 1 1 0 1 O

N RNMNRN R B R oo
BoWWWWN R oo
S - = = =1
Bob oW NN
WL NN RN NN
GO b R WWWN RO
BB oW wWw NN NN
W W wwwwMN = =
g h WN R O OO
BoA R W W NN RN
NN R R B B OO
D O UG E R WM
NN N OO G R W N
NGO OO bW Ww NN
W WM NN N R o
bbb bR bR bR WN e
~N OO OB W N R e
MR R RN RN R
LT T e e N =
W W WwowWwwWwwwwMN
D kbR W W NN
GO R R W W W NN
G bbbk b b WK
[ R N e
GU R R WWw NN
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BQ BR BS BT BU BY BW BX BY BZ CA (CB CC D CE CF CG CH d O CK CL|CM CN CO CP

Evol. freq.rel.

Ne repeticao 18sim 23sim 32sim 42sim 5%sim 6%sim 79sim 83sim 9%sim 102sim 11°sim 122sim 132sim 14%sim 153sim 169sim 172sim 182sim 197 sim 20%sim 217sim 222sim 23%sim 242sim 25%sim
0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0

0 0 0 0,5 1 0 1 0,5 0 05 0 1 1 1 0 0,5 0,5 0,5 0,5 1 1 1 0,5 0,5 0,5

0 0 0,333 0,333 0,667 0,333 0,667 0,333 0 0,667 0 1 1 0667 0,333 0,667 0,333 0,667 0,333 1 0,667 0,667 0,667 0,333 0,667
025 025 025 0,25 05 0,5 0,5 0,5 0 05 0,25 1 1 075 05 0,75 0,5 05 025 075 075 075 075 0,25 0,5
0,2 0.4 0,2 04 04 0.6 0.4 0,6 0,2 04 0,2 0,8 1 06 04 08 0.6 0.4 0,2 06 0,6 0.6 0,8 0,2 06
0,167 0,5 0,167 0,333 0,333 0,5 0,5 0,5 0,333 05 0,167 0,833 1 0667 0,333 0,667 0,667 0,333 0,167 05 0,667 0,5 0667 0,167 0.5
0,286 0429 0,143 0429 0,286 0429 0429 0429 0429 0429 0,143 0,714 0857 0,714 0,286 0,571 0,714 0,286 0,143 0429 0571 0571 0571 0,143 0,571
025 0,375 0,125 0,375 0,25 0,5 0,375 0,375 0,5 05 025 0625 0875 075 0,25 05 075 025 0,25 0,375 0,625 05 0,5 0,125 0,5
0,222 0,333 0,111 0,444 0,333 0,444 0,444 0,333 0,556 0,444 0,222 0667 0,778 0667 0,333 0,444 0,667 0,222 0,222 0,333 0,556 0,556 0,444 0,222 0,556
0,2 0.4 0,2 04 03 0,5 0,4 0,3 0,5 04 0,2 0,6 0,7 0,7 03 04 0,7 0,2 0,2 0,3 06 0,5 0,5 0,2 0,5
0,182 0,364 0,273 0,364 0,364 0,545 0,455 0,273 0455 0,364 0,182 0,545 0,636 0,727 0,273 0455 0,636 0,182 0,182 0,273 0,545 0455 0545 0,182 0,455
0,167 0417 0,25 0,417 0,333 05 0417 0,25 05 0,333 0,167 0,5 0667 0,75 0,25 0,5 0,583 0,167 0,167 0,333 05 0417 05 025 0417

=
L= RE =R -IEN BN RS U LI

[
X

BQ BR BS BT BU BV BW BX B BZ CA (CB CC €D CE CF CG CH d 0 CcK C |cM CN CO CP
988 0,358 0,373 0,345 0,345 0,351 0,355 0,345 0,358 0,353 0,363 0,368 0,368 0,35 0,366 0,365 0,345 0,361 0,355 0,359 0,344 0,364 0,343 0,356 0,363 0,371
989 0,359 0,373 0,345 0,346 0,352 0,355 0,345 0,358 0,353 0,363 0,368 0,368 0,35 0,367 0,365 0,345 0,361 0,355 0,36 0,344 0,364 0,344 0,356 0,364 0,371
990 0,36 0,373 0,344 0,345 0,352 0,356 0,344 0,358 0,353 0,364 0,368 0,369 0,349 0,367 0,366 0,344 0,361 0,355 0,36 0,343 0,364 0,344 0,356 0,364 0,371
991 0,359 0,373 0,345 0,345 0,351 0,355 0,345 0,357 0,353 0,363 0,367 0,369 0,349 0,366 0,366 0,344 0,361 0,355 0,36 0,343 0,363 0,344 0,355 0,363 0,37
992 0,359 0,373 0,345 0,345 0,351 0,355 0,345 0,358 0,353 0,364 0,368 0,369 0,35 0,367 0,366 0,344 0,362 0,356 0,36 0,344 0,364 0,344 0,356 0,364 0,371
993 0,359 0,373 0,345 0,345 0,351 0,354 0,344 0,358 0,352 0,364 0,368 0,37 0,35 0,368 0,366 0,344 0,362 0,356 0,36 0,343 0,364 0,344 0,356 0,365 0,371
994 0,359 0,372 0,346 0,345 0,352 0,354 0,344 0,357 0,353 0,364 0,367 0,369 0,351 0,367 0,365 0,344 0,361 0,356 0,359 0,344 0,363 0,344 0,356 0,364 0,371
995 0,359 0,372 0,347 0,346 0,352 0,355 0,345 0,357 0,353 0,364 0,368 0,37 0,351 0,367 0,366 0,344 0,361 0,356 0,359 0,344 0,364 0,344 0,356 0,365 0,371
996 0,358 0,372 0,347 0,346 0,351 0,354 0,345 0,356 0,353 0,363 0,367 0,369 0,35 0,366 0,365 0,343 0,361 0,355 0,358 0,343 0,364 0,343 0,355 0,364 10,37
997 0,358 0,372 0,347 0,347 0,351 0354 0,346 0,357 0,354 0,363 0,367 0,37 0,35 0,366 0,365 0,343 0,361 0,355 0,358 0,343 0,365 0,344 0,355 0,364 0,37
998 0,358 0,372 0,348 0,347 0,351 0,354 0,347 0,357 0,355 0,363 0,368 0,371 0,35 0,367 0,366 0,343 0,362 0,355 0,358 0,343 0,366 0,344 0,356 0,364 0,37
999 0,357 0,372 0,348 0,346 0,351 0,354 0,346 0,356 0,355 0,362 0,367 0,371 0,349 0,366 0,366 0,342 0,361 0,355 0,358 0,342 0,366 0,343 0,356 0,364 0,369
1000 0,357 0,372 0,349 0,346 0,351 0,354 0,346 0,356 0,355 0,362 0,367 0,371 0,349 0,366 0,366 0,342 0,362 0,356 0,358 0,343 0,367 0,344 0,356 0,364 037

6) Osresultados obtidos na tabela anterior permitem a construcao do grafico de
linhas com as 25 simulagdes.
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