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TarefALEA - Probabili

dade

N.°c3-A troca de presentes entre quatro amigos

Os quatro colegas e amigos Mariana, Manuel, Vera e Pedro,
decidiram organizar um lanche nas férias de Natal.
Combinaram que cada um compraria um unico presente, num
valor inferior a 15 euros, que na altura meteriam num saco e
depois escolheriam ao acaso’.

Na véspera do dia escolhido para o encontro, a Mariana estava um pouco incomodada
com a combinacgéo feita, pois comecou a pensar que correriam o risco de cada um retirar
0 presente que tinha comprado para oferecer a um dos colegas! Partilhou esta
preocupacao com os amigos e entdo decidiram estudar essa situacédo, que se pode
traduzir na questao seguinte.

Questao - Colocam-se num saco os quatro presentes que cada um dos quatro amigos
comprou para a troca de presentes, entre eles. De seguida, cada um retira do saco,
aleatoriamente, um dos presentes.

Algumas das questdes que se pretende investigar, sdo:

> Qual a probabilidade de todos retirarem o presente que tinham comprado?
> Qual a probabilidade de pelo menos um dos amigos retirar o presente

que tinha comprado?
> Em média, quantos amigos retirarao o presente que compraram?

Os quatro amigos decidiram responder as questdes colocadas utilizando duas
abordagens diferentes para o calculo da Probabilidade: a interpretagcao empirica ou
frequencista de Probabilidade e a interpretacao classica ou laplaciana de Probabilidade.
A Mariana e o Manuel iriam proceder a recolha de dados, utilizando a tecnologia, isto €,
iriam simular a experiéncia aleatdria que consiste em colocar 4 presentes num saco,
seleciona-los aleatoriamente e registar a ordem pela qual saiam, para utilizarem a
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abordagem frequencista. AVera e o Pedro iriam resolver o problema teoricamente,
utilizando a regra de Laplace. No fim, comparariam os resultados obtidos.

Em qualquer das duas abordagens, comegaram por numerar os presentes de 1 a 4, por
ordem alfabética dos nomes, pelo que, se a Mariana retirasse o nimero 2, retiraria o seu
presente, etc. Este procedimento, segundo eles, salvaguardaria o caso de os presentes
terem aspecto diferente e quando fossem retirados do saco, poderem ser identificados
por apalpacao... Assim, agora a questao esta em verificar o nimero de concordancias
obtidas, que pode ir de 0 — nenhum dos amigos receber o seu presente, até 4 —todos os
amigos receberam o seu presente, sem contemplar o nimero 3 (Que nao se pode
verificar).

o Abordagem empirica ou frequencista
1. Planeamento para arecolha de dados

Para simular a experiéncia, uma vez que os presentes estavam numerados de 1 a 4,
decidiram gerar 4 niumeros aleatérios? entre 0 e 1, utilizando a funcdo RAND() e
depois classifica-los pela ordem, isto &, atribuiriam o numero 1 ao menor dos
numeros e o numero 4 ao maior dos numeros. A sequéncia obtida seria comparada
com a sequéncia 1234, para verificar o numero de concordéncias obtidas. Por
exemplo, o resultado 2134 significaria que o Pedro e a Vera receberiam os préprios
presentes, ou seja, 2 concordancias, enquanto a sequéncia 2413 significaria que
nenhum receberia o proprio presente, ou seja, 0 concordéancias.

Apresenta-se uma parte da folha de Excel com avisualizagéo das formulas

utilizadas:
A B C D E F € H

1

2 |=RAND(} =RAND{) =RAND{) =RAND() =RANK.EQ(AZ;$A2:$D2;1) =RANK.EQ(B2:$A2:$D2:1) =RANK.EQ(CZ:$A2:$D2:1) =RANK.EQ(D2:$A2:$D2;1)
3 |=RAND() =RAND({) =RAND{) =RAND() =RANK.EQ(A3;$A3:$D3;1) =RANK.EQ(B3;$A3:$D3;1) =RANK.EQ(C3;$A3:$D3:1) =RANK.EQ(D3;$A3:$D3;1)
4 |=RAND() =RAND() =RAND{) =RAND() =RANK.EQ(A4;$A4:$D4;1) =RANK.EQ(B4;$A4:$D4;1) =RANK.EQ(C4;$A4:$D4;1) =RANK.EQ(D4;$A4:$D4;1)
5 |=RAND{) =RAND{) =RAND{) =RAND() =RANK.EQ(A5;$A5:$D5;1) =RANK.EQ(B5:$A5:$D5;1) =RANK.EQ(C5;$A5:$D5;1) =RANK.EQ(D5;$A5:$D5;1)
6 |=RAND() =RAND({) =RAND{) =RAND() =RANK.EQ(A6;$A6:$D6;1) =RANK.EQ(B6;$A6:$D6;1) =RANK.EQ(CS;$A6:$D6:1) =RANK.EQ(D6;$A6:$D6;1)
7 |=RAND() =RAND() =RAND{) =RAND() =RANK.EQ(A7;$A7:$D7;1) =RANK.EQ(B7;$A7:$D7;1) =RANK.EQ(C7;$A7:$D7;1) =RANK.EQ(D7;$A7:$D7;1)

2 Mais corretamente, 0s nUmeros séo pseudo-aleatdrios, ja que sdo gerados por um algoritmo matematico, comportando-se, no
entanto, como se fossem aleatorios.
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K L M N @) P

Quantos
Sequénciaobtida  1°Concorda  2°Concorda  3° Concorda  4°Concorda  concordam?

=CONCAT(F2:12)  =IF(F2=1:1:0) =IF(G2=2:1:0) =IF(H2=3:1:0) =IF(12=4:1:0) =SUM(L2:02)
=CONCAT(F3:13)  =IF(F3=1:1:0) =IF(G3=2:1:0) =IF(H3=3:1:0) =IF(13=4:1:0) =SUM(L3:03)
-CONCAT(F4:14)  =IF(F4=1:1:0) =IF(G4=2:1:0) =IF(H4=3:1:0) =IF(14=4:1:0) =SUM(L4:04)
=CONCAT(F5:15)  =IF(F5=1:1:0) =IF(G5=2:1:0) =IF(H5=3:1:0) =IF(15=4:1:0) =SUM(L5:05)
-CONCAT(F6:16)  =IF(F6=1:1:0) =IF(G6=2:1:0) =IF(H6=3:1:0) =IF(I6=4:1:0) =SUM(L6:06)
=CONCAT(F7:17)  =IF(F7=1:1:0) =IF(G7=2:1:0) =IF(H7=3:1:0) =IF(I7=4:1:0) =SUM(L7:07)
-CONCAT(F8:18)  =IF(F8=1:1:0) =IF(G8=2:1:0) =IF(H8=3:1:0) =IF(18=4:1:0) =SUM(L8:08)
e sem avisualizagao das férmulas:

A B C D E[| F |G| H ) K L M N (0] P

Sequéncia 1¢ 20 30 40 Quantos

1 obtida Concorda Concerda Concorda Concorda concordam?
2 | 0,586504 0,399434 0,152123 0,687288 3 2 1 4 3214 0 1 0 1 2
3 0,689528 0,875064 0,343454 0,702598 2 4 1 3 2413 0 0 0 0 0
4 | 0,463607 0,123308 0,832944 0,0821 3 2 4 1 3241 0 1 0 0 1
5 | 0,287992 0,525219 0,295574 0,708866 1 3 2 4 1324 1 0 0 1 2
6 0,7231 0,037539 0,418209 0,042386 4 1 3 2 4132 0 0 1 0 1
7 | 0,471607 0,194756 0,967946 0,482428 2 1 4 3 2143 0 0 0 0 0

2. Tratamento dos dados

Os dados que interessam séo os da coluna P, que apresenta o numero de
concordancias obtidas. Como se realizaram 1 000 simulagdes, obteve-se uma
amostra de dimensao 1 000, cujos dados foram organizados na seguinte tabela de
frequéncias:

N.° concordancias Freg. abs. Freq. rel. Freq. rel.%
0 369 0,369 36,9%
1 328 0,328 32,8%
2 262 0,262 26,2%
3 0 0 0,0%
4 41 0,041 4,1%
1000 1 100%

Repare-se que nao é possivel haver 3 concordancias, pelo que os valores possiveis
para o numero de concordancias sao 0, 1,2e 4.

Utilizando a férmula para o calculo da média, para dados agrupados, obtém-se

Média = 0x 0,369+ 1x 0,328 + 2 x 0,262 + 4 x 0,041 = 1,016

donde, em média, um dos amigos recebera o presente que comprou.

Apresenta-se a evolugao da frequéncia relativa de todos os amigos receberem o
presente que tinham comprado
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Evolucao dafrequénciarelativa detodos os amigos receberem o presente que tinham
comprado

Freq. relativa

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
N.° da repeticao

e de pelo menos um dos amigos receber o presente que comprou.

Evolucao dafrequénciarelativa de pelo menos um dos amigos receber o presente que
comprou

1,0
0.9
08
0,7
0,6
0,5
0.4
03
0,2
0,1
0,0
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N.C2 da repeticao
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3. Conclusao

Da tabela anterior, podem-se retirar algumas conclusdes, tais como:

e Oresultado mais frequente € nenhum dos amigos receber o presente que
comprou, com uma estimativa para a probabilidade de cerca de 37%;

e Oresultado menos frequente é todos receberem os seus proprios
presentes, com uma estimativa para a probabilidade de aproximadamente
4%;

e Uma estimativa para a probabilidade de, pelo menos um amigo, receber o
seu proprio presente é, aproximadamente, 63%;

e Em média, s6 um dos amigos recebera o seu préprio presente.
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>

Abordagem classica ou de Laplace

Estamos numa situacdo em que todos os resultados do espaco de resultados
associado a experiéncia aleatodria, que consiste em considerar a sequéncia obtida
selecionando aleatoriamente os 4 niumeros de 1 a 4, sdo igualmente possiveis, pelo
que é possivel aplicar a regra de Laplace.

Espaco de resultados

O espaco de resultados é constituido pelos resultados que se obtém pela
permutacao dos digitos da sequéncia 1234, num total de 4!=24, como se
apresentam a seguir:

1234 1243 1324 1342 1423 1432

2134 P48 2314 B84 PBAI8 2431
3124 B8 3214 3241 §HE BEEA
28 4132 4213 4231 W82 W82

Legenda: 4 concordancias
2 concordancias
1 concordancia

N©° de concordancias
Frequéncia absoluta 9 8 6 1

o
—
N
N

Calculo das probabilidades

Uma vez que os resultados do espacgo de resultados sdo todos igualmente
possiveis, vem para as probabilidades do numero de concordancias:

N° de conconcordancias 0 1 2 4
Probabilidade 9/24 8/24 6/24 1/24

ou seja, temos a seguinte fungdo massa de probabilidade para a variavel aleatodria
que representa o numero de concordancias:

N© de conconcordancias 0 1 2 4
Probabilidade 37,5% 33,3% 25% | 4,2%

A expressao para o calculo do valor médio é idéntica a expressao utilizada para o
calculo da média para dados agrupados, em que se substitui o valor da frequéncia
relativa com que se observou determinado dado, pela probabilidade de observar
esse valor da variavel aleatéria:

Valor médio =0x0,375+1x0,333+2x0,25+4x0,0416 =1
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3. Conclusao

A partir do modelo de probabilidade obtido para o nimero de concordancias, ou
seja, para a variavel aleatdria que representa o niumero de amigos que receberiam
o proprio presente, eis algumas conclusdes que se podem retirar:

e A probabilidade de nenhum receber o préprio presente é 37,5%;

e Oriscode todos receberem o préprio presente é de cerca de 4%;

e Aprobabilidade de, pelo menos um amigo, ficar com o seu presente, é

aproximadamente de 62,5%;
e Em média, sé um dos amigos receberia o presente que comprou.

A abordagem frequencista forneceu boas estimativas para as probalibidades?

A partir dos resultados obtidos anteriormente, construiu-se a seguinte representagao
grafica, que apresenta o grafico de barras e a fungao massa de probabilidade para o
numero de concordéncias, ou seja para0, 1, 2 ou 0s 4 amigos receberem os respetivos
presentes:

Grafico de barras (Freq.rel.) e funcao massade probabilidade parao
n® deamigos querecebem o respetivo presente

0,40
0,35

0,30
0,25
0,20
W Freq. rel.
0,15
m Prob.
0,10
0,05
0,00 . .
0 1 2 3

4

N° de amigos que recebem o respetivo presente

Como se verifica, as estimativas obtidas por simulacéao, para as probabilidades dos
valores 0, 1, 2 ou 4 assumidos pela variavel aleatdria que representa o numero de amigos
que receberam os respetivos presentes, podem ser consideradas bastante razoaveis.

Com os resultados anteriores, também se verifica que a média da amostra obtida por
simulagao é uma boa estimativa do valor médio da variavel aleatéria que representa o
numero de amigos receberem os respetivos presentes, uma vez que se obteve 1, quer
para a média, quer para o valor médio.
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